Unidad IV

Espacios vectoriales.

En &lgebra abstracta, un espacio vectorial es una estructura algebraica creada a
partir de un conjunto no vacio, una operacién interna (llamada suma, definida para
los elementos del conjunto) y una operacion externa (llamada producto por un
escalar, definida entre dicho conjunto y otro conjunto, con estructura de cuerpo ),
con 8 propiedades fundamentales.

A los elementos de un espacio vectorial se les llama vectores y a los elementos
del cuerpo, escalares.

4.1 Definicion de espacio vectorial.

Sean K un cuerpo dado y V un conjunto no vacio, con reglas de suma y producto
por escalar que asigna a cada par u, veV una suma u+veV y a cada par ueV, keK
un producto kueV. V recibe el nombre de espacio vectorial sobre K (y los
elementos de V se llaman vectores) si satisfacen los siguientes axiomas.

[Al] para toda terna de vectores u, v, WeV, (U+V)+w=u+(v+w).

[A2] existe un vector en V, denotado por 0 y denominado el vector cero, tal que
u+0=u para todo vector ueV.

[A3] para todo vector ueV existe un unico vector en V, denotado por —u, tal que
u+(-u)=0.

[A4] para todo par de vectores u, VeV, u+v=v+u.

[M1] para todo escalar keK y todo par de vectores u, veV, k(u+v)=ku+kv.

[M2] para todo par de escalares a, beK y todo vector ueV, (a+b)u=au+bu.

[M3] para todo par de escalares a, beK y todo vector ueV, (ab)u=a(bu).

[M4] el escalar unidad 1eK cumple 1u=u para todo vector ueV.

Los axiomas precedentes se desdoblan de forma natural en dos categorias. Los
cuatro primeros atafien Unicamente a la estructura aditiva de V y pueden
resumirse diciendo que V es un grupo conmutativo bajo la suma. De ello se deriva
que cualquier suma de vectores de la forma v1+v2+...+vm no requieren paréntesis
y no depende del orden de los sumandos, que el vector cero, 0, es Unico, que el
opuesto —u de u es Unico y que se verifica la ley de cancelacién; esto es, para tres
vectores cualesquiera u, v, weV.

U+w=v+w implica u=v. Asimismo, la resta se define segun u-v=u+(-v).

Por otra parte, los cuatro axiomas restantes se refieren a la <<accidon>> del cuerpo
K sobre V. observece que la rotulacion de los axiomas refleja este
desdoblamiento. Empleando estos axiomas adicionales probaremos las siguientes
propiedades elementales de un espacio vectorial.

Teorema: sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K.
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Para todo escalar keK y OeV, k0-0.

Para OeK y todo vector ueV, Ou=0.

Si ku=0, donde keK y ueV, entonces k=0 o u=0.
Para todo keK y todo ueV, (-k)u=-ku.

4.2 Definicién de subespacio vectorial y sus propiedades.

Sea W un subconjunto de un espacio vectorial V sobre un cuerpo K. W se
denomina un subespacio de V si es a su vez un espacio vectorial sobre K con
respecto a las operaciones de V, suma vectorial y producto por un escalar. Un
criterio simple para identificar subespacios es el siguiente.

Teorema: supongamos que W es un subconjunto de un espacio vectorial V.
entonces W es un subespacio de V si y solo si se cumple:

0eW

W es cerrado bajo la suma de vectores, es decir: para todo par de vectores u,
veW, la suma u+veW.

W es cerrado bajo el producto por un escalar, esto es: para todo ueW y para todo
keK el multiplo kueW.

Corolario: W es un subespacio de V si y solo si:
OeW.
au+bveW para todos los u, veW y a, beK.

Ejemplo: sean Uy W subespacios de un espacio vectorial V. probemos que la
interseccién UCW es también subespacio de V. claramente, 01U y 0IW, porque U y
W son subespacios, de donde 0IUCW. supongamos ahora que u, VIUCW.
entonces u, viU y u, VIE y, dado que U y W son subespacios, u+v, kulU y u+v,
kulW para cualquier escalar k. asi u+v, kulUCW y por consiguiente UCW es un
subespacio de V. El resultado del ejemplo precedente se generaliza como sigue.

Teorema: la interseccion de cualquier nimero de subespacios de un espacio
vectorial V es un subespacio de V.

Recuérdese que toda solucion de un sistema de ecuaciones lineales con n
incognitas AX=B puede verse como un punto en Kn y por tanto el conjunto
solucion de tal sistema es un subconjunto de Kn. Supongamos que el sistema
homogéneo, es decir, supongamos que el sistema tiene la forma AX=0.
Denotemos por W su conjunto solucién. Como A0=0, el vector cero 0IW ademas,
si uy v pertenecen aW, esto es, si uy v son soluciones de AX=0, necesariamente
Au=0 y Av=0. Por esta razon, para todo par de escalares ay b en K, tendremos
A(au+bv)=aAu+bAv=a0+b0=0+0=0. De esta manera, au + bv es también una
solucién de AX=0 o, dicho de otro modo, au+bviW. En consecuencia, seguin el
corolario, hemos demostrado:



Teorema: el conjunto solucion W de un sistema homogéneo con n incégnitas
AX=0 es un subespacio de kn.

Hacemos énfasis en que el conjunto solucién de un sistema inhomogéneo AX=B
no es subespacio de Kn. De hecho, el vector cero, 0, no pertenece a dicho
conjunto solucion.

4.3 Combinacion lineal. Independencia lineal.
COMBINACIONLINEAL

Sean v1, v2, ..., vn, vectores en un espacio vectorial V. entonces cualquier vector
de la forma: alv1+a2v2+...+anvn, donde a1,a2,...,an son escalares se denomina
una combinacion lineal de v1, vV2,...,vN.
Una combinacion lineal en M23
; -3 2 8 -1 0 4 0 1 =2 3 A
En M,,, =3 _|+2 lo que muestra que i
“\=-1 9 3 SRS -2 3 -6 -1 9
F YP— -1 0 4 0O 1 =2
es una combinacion lineal de \
| 5 -2 3 -6
Conjunto generador.
Se dice que los vectores v1, v2, ..., vn de un espacio vectorial V generan a V si

todo vector en V se puede escribir como una combinacion lineal de los mismo. Es
decir, para todo vlV, existen escalares a1, a2, ..., an tales que
v=alvi1+a2v2+...+anvn

Cuatro vectores que generan a M22

: a b 1 0 0 1 0 0 0 0 I 0 0
Como =a +b +c +d ., vemos que i

¢ d 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0)\0

0 0 0 0
y generana M.,
1 0)°10 1 -

Espacio generado por un conjunto de vectores.

Sean v, v2, ..., VK, k vectores de un espacio vectorial V. el espacio generado por
{v1, v2, ..., vk} es el conjunto de combinaciones lineales v1, v2, ..., vk. Es decir

1
0

|
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gen {vl. ViV }: {v: v=ay, +av, +--+av, }

' B "7 donde a1, az, ..., ak, son
escalares arbitrarios.
Teorema: si v1, v2, ..., vk son vectores en un espacio vectorial V, entonces
gen{v1, V2, - vk} es un subespacio de V.

Ejemplo: el espacio generado por dos vectores en R3

Sea v1=(2,-1,4) y v2=(4,1,6). Entonces H=gen{vl, v2}={viv=al(2,-1,4)+a2(4,1,6)}.
¢ Cudl es la apariencia de H? si v=(x, y,z)IH, entonces tiene x=2al+4a 2, y=-al+a2
y z=4a 1+62 2. Si se piensa que (X, y, z) esta fijo, entonces estas ecuaciones se
pueden ver como un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas al, a2. Este

sistema se resuelve en la forma usual:
-1 1 | ¥ I =1 | =y) R—r-2z 1 -1 | —y
. R.— R - 4R
2 4 l X i el 2 94 l x| 2 Tk I B ‘ x+2y
4 6 ’ Z 4 6 ’ 2 0 10 | z+4y
I ‘ —¥| R, — R, +R, 1 0 ‘ x/6—2)
L —LR R.— R, — 10R

ek s lo 1] (eazpye | 2THT 05 |6 1 | x/6+1

1 .

|

INDEPENDENCIA LINEAL
En el estudio del algebra lineal, una de las ideas centrales es la de dependencia o
independencia lineal de los vectores. En esta seccion se define el significado de
independencia lineal y se muestra su relacion con la teoria de sistemas

homogéneos de ecuaciones y determinantes.
l 5
vV, = V, = i
| D) v & 4
Existe una relacién espacial entre los vectores , Se

puede apreciar que v2=2vl; o si se escribe esta ecuacion de otra manera. 2v1-
v2=0.

En otras palabras, el vector cero se puede escribir como una combinacién no
trivial de v1 y v2 (es decir, donde los coeficientes en la combinacion lineal no son
ambos cero). ¢ Qué tienen de especial los
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vectores ? La respuesta a esta
pregunta es mas dificil a simple vista. Sin embargo, es sencillo verificar que
Ve L D Spp—
v, +2v.,—v. =0
v3=3v1+2v2; rescribiendo esto se obtiene | : 5 .

-
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Se ha escrito el vector cero como una combinacion lineal de v1, v2, y v3. Parece
gue los dos vectores de la ecuacion y los tres vectores de la otra ecuacién tienen
una relacién mas cercana que un par arbitrario de 2-vectores a una terna arbitraria
de 3-vectores. En cada caso, se dice que los vectores son linealmente
dependientes. En términos generales, se tiene la importante definicion a
continuacion presentada.

Definicidn: sean v1, v2, ..., vn vectores en un espacio vectorial V. entonces se dice
gue lois vectores son linealmente dependientes si existen n escalares c1, c2, ...,

ey, +ev.+...+cv =0
U | 2 2 non

cn no todos ceros tales que

Si los vectores no son linealmente dependientes, se dice que son linealmente
independientes.

Para decirlo de otra forma, v1, v2, .., vn son linealmente independientes si la
ecuacion c1v1+c2v2+...+cnvn=0 se cumple unicamente para c1=c2=...=cn=0. Son
linealmente dependientes si el vector cero en V se puede expresar como una
combinacién lienal de v1, v2,...,vn con coeficientes no todos iguales a cero.

Nota. Se dice que los vectores v1, v2, ..., vn son linealmente independientes (o
dependientes), o que el conjunto de vectores {v1, v2, ..., vn} es linealmente
independiente (o pendiente). Esto es, se usan las dos frases indistintivamente.

Teorema:dependencia e independencia lineal

Dos vectores en un espacio vectorial son linealmente dependientes si y solo si uno
de ellos es un multiplo escalar del otro.

Demostracion: primero suponga que v2=cv1 para elgun escalar c#0. Entonces
cvl-v2=0y vl y v2 son linealmente dependientes. Por otro parte, suponga que v1
y v2 son linealmente dependientes. Entonces existen constantes c1 y c2 al menos
uno distinto a cero, tales que c1v1+c2v2=0. Si c1#0, entonces dividiendo entre c1

se obtiene v1+(c2/cl)v2=0, 0 sea,
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Es decir, v1 es un multiplo escalar de v2. Si ¢1=0, entonces ¢c2#0 y, por lo tanto,
v2=0=0v1.

4.4 Base y dimensién de un espacio vectorial, cambio de base.
Se ha visto en R2 conviene escribir vectores como una combinacion lineal de los

iz[:)) ’ j:((l)]

vectores . En R3 se escribieron los vectores en términos
I 0 0
OL|1|y O
0 0 | : :
de . Ahora se generalizara esta idea.
_ o (s Vou ot 4 Vi
BASEUnN conjunto finito de vectores S es una base para un
b e v v | es linealmente independiente.
S ) B v | generaa V.

espacio vectorial V si I

Todo conjunto de n vectores linealmente independiente en Rn es una base en Rn.
) 0 (0) 0
0 | 0 0

e =|0,e,=|0].e;=|1|s-es e =10

En Rn se define 0 0 \0 l
Puesto que los vectores e, son las columnas d una matriz identidad (que tiene

| ]
(RSN ESPRNPt - . . : .
determinante 1), L Ly "' es un conjunto linealmente independiente v,

por lo tanto, constituye una base en Rn. Esta base especial se denomina base
canonica en Rn. Ahora se encontraran bases para otros espacios.

EJEMPLO: base canonica para M22

[1 ()J[o 1J[() 0) [0 ()J
I pes . y
sevioque \0 010 0) (1 0) 0 1) eneran

a

e e 1 0 0 1 0 0 0 0) (0
M... Sl " =c + ¢, +:C, + ¢, =
: . ¢ 0 0/ *lo 0 1 0 0 1 0

0]
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: =c.=¢,=¢,=0 __
, entonces es evidentemente que % 2 ) 4 . Asi, estas cuatro
matrices son linealmente independientes y forman una base para M22, lo que se

denomina base cononica para M22.

Vv y r !
T \
1 N ™ PN .
TEOREMA:si '~ " es una base para V y si vlV, entonces existe un
. ., GG rag C
conjunto unico de escalares " “ "' tales que
\ G 5l o cy,.

Existe cuando menos un conjunto de dichos escalares porque
genera a V. suponga entonces que v se puede escribir e dos maneras como una
combinacién lineal de los vectores de la base.

Es decir, suponga que '
Vi == ('l\'l g ook Y SURLICES, » C.V = d|\'l - (I:\':, Lol e g * S,

WY = AV v}

Sea | - 4 A e dos bases para V. debe
demostrarse que m=n. esto se prueba mostrando que si m>n, entonces S es un
conjunto literalmente independiente, lo que contradice la hipodtesis de que S es una
bse. Esto demostrara que m<n. la misma prueba demostrara que <my esto
prueba el teorema. Asi, basta demostrar que si m>n, entonces S es

independiente. Como S constituye una base, todo u se puede expresar como una
combinacion lineal de las v. se tiene (1)

U, =a,V, +a,V,+ ...+ a,.yv,
u, =a,v, +a,v,+ ...+a,v,

B =@V, A Vit st @y

m mn o n

L)
"o
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4.5 Espacio vectorial con producto interno y sus propiedades.
Un espacio vectorial complejo V se denomina espacio con producto interno si para

cada par ordenado de vectores uy v en V, existe un numero complejo Unico (u,v),
denominado producto internode u y v, tal que si u, vy w estan en V y aeC,
entonces

i (v,v)20
ii. (v,v)=0siysolosiv=0
. (u,v+w)=(u,v)+(u, w)

iv. (u+v,w)=(u, w)+(v,w)

v. (u,v)=(v, u)
vi. (oeu, v) = o(u, v)

vii. (u, av) = a(u, v)

La barra es las condiciones v) y vii) denota el conjugado complejo.

Nota. Si (u,v) es real, entonces (u,v)=(u,v) y se puede eliminar la barra en v).

EJEMPLO: producto interno de dos vectores en C3

En C3 sean x=(1+i, -3, 4-3i) y y=(2i, -i, 2+i). entonces

(X, ¥)=(1+1) (2= )+ (=3) (=) +(4=3) (2 +1)
=(1+)2+D)+(=)()+(4=3)(2-1)

=(1+3)=3i+(5-10i)=6-10i

Sea V un espacio con producto interno y suponga que u y v estan en V. entonces

i. uy vson ortogonales si (u, v) = 0,

ii. La norma de u, denotada por |Jull. esta dada por

[lu] =/ (u. u)
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Nota 1. Aqui se usa la doble barra en lugar de una sola para evitar confusion con
el valor absoluto. Por ejemplo lisen tll denota la norma de sen t como un “vector”
en CJ[0, 21r] mientras que |sen t| denota el valor absoluto de la funcion sen t.

Nota 2. La ecuacion anterior tiene sentido ya que (u, u)=0.

EJEMPLO: dos vectores ortogonales en C2

En C2 los vectores (3,-i) y (2,6i) son ortogonales porque

(3= (2.6i)=3 2+ (=) 6i)=6+ (=) (=6i)=6-6=0

ademas [(3,— )| = \/3-3 + (=) (i) = V1o.

Conjunto ortonormal

| g y r A
. Y5 Yoy areraiy \ : :
El conjunto de vectores ' 1" 2 »' es un conjunto ortonormal en V si

(vov)=0 parai#j vl =y (v,,v) =1
y

Si solo el primero se cumple, se dice que el conjunto es ortonormal.

4.6 Base ortonormal, proceso de ortonormalizacion de Gram-Schmidt.

Conjunto ortonormal en Rn

Se dice que un conjunto de vectores S={u1, u2, ..., uk} en Rn es un conjunto
ortonormal si (1) (2)

u-u=0 S1i#]

-0 =1

Si solo satisface la ecuacion (1), se dice que el conjunto es ortogonal.
Siu,vywen Rnyaes un numero real, entonces (3) (4) (5) (6)(7)
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u"v=v-u
(u+v)'w=u"w+v-w
u(v+w=uv+u-w
(o) * v=o(u-v)
u-(oy) =ofu-v)

Ahora se presenta otra definicion util

Si veRn, entonces la longitud o norma de v, denotada por |v|, esta dada por (8)

v =+ v-v
I G (R T—" x2+x2 o+ x2,

Nota. Si 1773 ""entonces  v*v=" : " Esto
T oY= YTy = 51V SC 1Y =
significague (9) ¥ ¥ = Oyv-v=0 siysolosiy =10
De esta forma se puede obtener la raiz cuadrada en (8), y se tiene (10)(11)
Mf=yvv =0 para todav € I/

vl =0 siysolosiv=10

. AV W ot s \ A .
TEOREMA: si S=" 1" 2 k' es un conjunto ortogonal de vectores

diferentes de cero, entonces S es linealmente independiente.

suponga que €1V FEy ok % ey =0
Entonces, para cualquier i=1,2,...,k
O=0-v. =(C¥, TEeW, F "oy Fvutiecyi)iy

=6 AV, ) (V) F e (VW ) e (Ve YY)

-

=¢,0+¢,04 ¢, |v[ ++c0=¢

‘P
f

Como v#0 por hipotesis |v|2>0 y se dice que ¢=0. Esto es cierto para i=1,2,...,k, lo
gue completa la prueba.

Proceso de ortonormalizacion de Gram-Schmidt
Sea H un subespacio de dimension m de Rn. Entonces H tiene una base
ortonormal.
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Voo Wiog aiite. sy
Sea S= ''1I" 2 k' una base de H. se probara el teorema construyendo
una base ortonormal a partir de vectores en S. antes de dar los pasios para esta
construccion, se observa el hecho sencillo de que un conjunto de vectores

linealmente independiente no contiene al vector cero.
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